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Hier kannst du dir den Nachweis durchlesen, dass die Zahl, die mit sich selbst multipliziert 2 ergibt,
keine Bruchzahl (=rationale Zahl) sein kann! Man nennt eine solche Zahl dann (logischerweise)
nicht-rational oder kiirzer: irrational.

Voriiberlegungen zu Bruchzahlen

Bevor wir mit dem Beweis beginnen, stellen wir einige Vorliberlegungen zu Briichen an. Eine
Bruchzahl hat einen Zahler (Zahl oben) und einen Nenner (Zahl unten). Beide sind ganze
Zahlen. Das heiBt, dass jeder Bruch so zu schreiben ist:

eine ganze Zahl

Eine Bruchzahl = andere ganze Zahl

Also sowas wie 1/4 oder 7/3. Auch 10/1, was natlrlich 10 ist, ist eine Bruchzahl. Oder -4/2
ware -2. Stlinde im Zahler (oben) die Zahl 1,5 und unten 4, dann wirden wir erweitern und
hatten 3/8... Wir bekommen es IMMER hin, uns an die oben notierte Darstellung von
Bruchzahlen zu halten. Das ist fir unseren Beweis absolut entscheidend!!!

AuBerdem haben diese Bruchzahlen die (vielleicht langweilige) Eigenschaft, dass die Zahlen im
Zahler und im Nenner ENTWEDER GERADE ODER UNGERADE sein kénnen. Weil jede ganze
Zahl ist ja entweder gerade (=durch 2 teilbar) oder eben nicht.

Welche Mdglichkeiten haben nun Bruchzahlen, wenn man auf die Eigenschaft ,gerade" bzw.
Lungerade" der beiden Zahlen oben bzw. unten achtet:

1/3 ist im Zahler und im Nenner ungerade. 2/5 ist oben gerade, unten aber ungerade. 3/6 ist
oben ungerade, aber unten gerade. 4/10 ist oben und unten gerade. Mehr Varianten gibt es
nicht, es sind genau 4 Falle.

Voriiberlegungen zu unser gesuchten Zahl x (,,Wurzel von 2“)

Nun werden wir etwas konkreter, aber es ist immer noch eine Voriberlegung. Wir nehmen
gleich an, dass man diese Zahl x als Bruch notieren kann. Dann gibt es flr diese Zahl x nur vier
die vier verschiedenen Mdoglichkeiten (oben/unten gerade, oben gerade/unten ungerade, oben
ungerade/unten gerade, oben/unten ungerade). Soweit so gut.

Wir wollen das x aber nicht in der Darstellung gerade/gerade haben. Wieso nicht? Weil man
dann ja kirzen kann! In unserem Beispiel 4/10 ware namlich 2/5 dieselbe Zahl. Auch bei einem
Beispiel wie 16/100 bekommt man nach kirzen der 2 die Zahl 8/50. Da immer noch beides
gerade Zahlen sind: 4/25. Jetzt haben wir einen der anderen drei Falle (ungerade/gerade,
ungerade/ungerade bzw. gerade/ungerade) erreicht und zwar gerade Zahl durch ungerade
Zahl.

Mit diesen Uberlegungen kann es losgehen! Der Beweis...




Beweis

Wir suchen die Bruchzahl x, die die Gleichung x - x = 2 16st. Als Bruchzahl ist x entweder ein
Bruch einer geraden durch eine ungerade Zahl oder aber ein Bruch zweier ungerader Zahlen
oder ein Bruch einer ungeraden Zahl durch eine gerade Zahl. Den Fall gerade durch gerade
fuhren wir durch ausreichendes Kiirzen mit der 2 in einen dieser 3 Félle Uber.

Ohne jetzt genau zu wissen, welches diese Zahlen im Zahler und Nenner sind, nennen wir die
Zahl im Zahler einmal a und die Zahl im Zahler einfach b. Dann schreibt sich x so:

a
X =—
b
Und da x die Gleichung x - x = 2 I0st:
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Das sieht noch nicht so aus, als waren wir dadurch schlauer. Aber wir erinnern uns an unsere
drei Falle. Entweder ist a ungerade und b auch oder die eine Zahl ist gerade und die andere
nicht.

Wir werden jetzt zuerst annehmen, dass a und b ungerade Zahlen sind. Vielleicht ist das
nicht so, aber wir probieren es. Vereinfachen wir erst einmal die Gleichung, indem wir zweimal
mit b durchmuliplizieren:

a-a=2-b-b

Dann steht auf der linken Seite ein Produkt zweier ungerader Zahlen. Dieses Produkt ist dann
auch wieder ungerade. Auf der rechten Seite ist auch das Produkt b mal b ungerade. Aber dann
nehmen wir es mal 2 und es wird gerade. Dadurch steht links eine ungerade Zahl und rechts
eine gerade. Das kann aber nicht sein!

Schade! Also ist die Wurzel von 2 (also unser x) nicht ein Bruch aus zwei ungeraden Zahlen. Ist
ja nicht weiter schlimm. Vielleicht ist der Zahler a gerade und der Nenner b ungerade?
Probieren wir das einmal und schauen uns wieder diese Gleichung an:

a-a=2-b-b

Jetzt steht links ein Produkt zweier gerader Zahlen und links mit 2x ungerade auch. Das kénnte
gehen?! Leider nein. Da a gerade ist, kann man ein a mit der 2 auf der rechten Seite kirzen.
Dann steht rechts mit b mal b eine ungerade Zahl (weil b ungerade ist), wahrend auf der linken
Seite 100%ig sicher eine gerade Zahl steht, denn auch wenn wir ein a gekiirzt haben, steht
noch ein zweites a da. Und eine Zahl mal eine gerade Zahl bleibt gerade... Wieder nichts!

Wir halten fest: Wenn es eine Bruchzahl x gibt, die wir a/b schreiben, dann kdénnen nicht a
und b gleichzeitig ungerade sein, aber es kann auch nicht sein, dass a gerade ist und b
ungerade. Dann bleibt nur noch der Fall ungerade/gerade. Den vierten Fall, gerade/gerade
haben wir ja bereits ganz oben durch Kirzen ausgeschlossen. Also ist jetzt a ungerade und
b gerade. Wieder schauen wir uns diese Gleichung an:

a-a=2-b-b

Da a ungerade ist, steht links eine ungerade Zahl. Rechts aber eine gerade Zahl. Wieder nichts.



Was bedeutet das?! Wir haben gezeigt, dass es nicht sein kann, dass es ein x gibt mit
xX-x=2

welches als Bruch geschrieben werden kann. Denn so ein Bruch ware ja entweder von der Form
gerade/ungerade, ungerade/gerade oder ungerade/ungerade.

In allen drei Féllen verwickeln wir uns in Widersprliche, weil dann eine gerade Zahl gleich einer
ungeraden Zahl sein miisste und das geht ja bekanntlich nicht.

So geht ein mathematischer Beweis. Und daher haben wir ,neue" Zahlen entdeckt bzw.
erfunden...



